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บทท่ี 3 

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข 

 

 

วัตถุประสงคของรายงานวิจัยบทนี้เพ่ือแสดงถึงวิธีทางคณิตศาสตรท่ีใชในการแกปญหาในการ

ใหไดมาซ่ึงคําตอบ เปนท่ีทราบดีวาแบบจําลองทางคณิตศาสตรในการวิเคราะหของไหลพลศาสตรท่ี

สภาวะเรยโนลดท่ีสูงมีสภาวะปนปวนจึงมีการใชแบบจําลองคณิตศาสตรท่ีประกอบดวยหลาย

พฤติกรรมรวมเขาดวยกันทําใหเกิดสมการอนุพันธในระดับท่ีสูง อีกท้ังโครงสรางพ้ืนท่ีการคํานวณนั้นมี

ความซับซอนมากเนื่องจากรูปทรงของทรงกลมท่ีเปนวัตถุขวางการไหลผานของไหล โดยพ้ืนท่ีการ

คํานวณนี้มีรูปรางในสามมิติซ่ึงทําใหการวิเคราะหเชิงตัวเลขอาจไมไดรับคําตอบ โดยการประมวลผล

อาจมีความคลาดเคลื่อนสูงกอใหเกิดการลูออกของผลเฉลยหากมีการกําหนดวิธีการท่ีไมเหมาะสม 

โดยเนื้อหาในบทนี้จะแสดงถึงระเบียบวิธีทางคณิตศาสตรท่ีเก่ียวของ 3 สวน คือ พ้ืนท่ียอยการคํานวณ 

(grid generation) การประมาณการอนุพันธโดยวิธีผลตาง (discretization) และการกําหนดเง่ือนไข

ขอบการคํานวณ (boundary condition) 

3.1 โปรแกรมสําหรับวิเคราะหปญหาของไหลพลศาสตร (Computational Fluid Dynamic 

Program) 

ในการศึกษาเชิงคํานวณนี้ไดใชโปรแกรมเพ่ือการวิเคราะหของไหลพลศาสตร OpenFOAM 

version 7 (The OpenFOAM Foundation, 2019) ซ่ึงเปนโปรแกรมท่ีอยูภายใตเง่ือนไข GNU 

General Public License  สามารถเขาถึงและใชงานโดยไมเสียคาใชจาย ลักษณะโปรแกรมสามารถ

ดําเนินการใชโดยติดตั้งบนระบบปฏิบัติการ Linux - Ubuntu Desktop 18.04 โดยการดําเนินการ

เพ่ือปอนคําสั่งหรือการแกไขเง่ือนไขการวิเคราะหอาศัยภาษาข้ันสูง C++ นอกจากนี้รูปแบบท่ีใชใน

การวิเคราะหแบบจําลองการไหลพลศาสตรนี้เปนแบบการสรางการประมาณการอนุพันธเชิงแบบ

ปริมาตรคํานวณ (finite volume discretitzation scheme) ซ่ึงเหมาะสมกับปญหาท่ีการ

เปลี่ยนแปลงพฤติกรรมการไหลเปนไปแบบทันทีทันใดในระหวางแตละปริมาตรการคํานวณ 
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3.2 พ้ืนท่ีและรูปทรงการคํานวณ (Computational Domain and Geometry) 

เปนท่ีทราบดีวาการกําหนดรูปรางพ้ืนท่ีคํานวณของไหลพลศาสตรหรือขนาดแตละปริ

มาตรการวิเคราะห  (mesh) ท่ีเหมาะสมมีสวนสําคัญในการไดมาซ่ึงผลลัพธท่ีแมนยําข้ึนและไดรับการ

การลูเขาของผลเฉลยรวดเร็วข้ึน เชน บริเวณท่ีพฤติกรรมการไหลเปนแบบทันทีทันใดระหวางปริมาตร

คํานวณนั้นควรมีการใชปริมาตรการคํานวณขนาดเล็กเพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพการประมาณคาของ

สมการอนุพันธ อยางไรก็ตามหากกําหนดหรือสรางพ้ืนท่ีการคํานวณโดยมีขนาดปริมาตรการคํานวณท่ี

มีขนาดเล็กเกินไปจะสงผลใหสิ้นเปลืองทรัพยากรในการประมวลผลโดยประโยชนข้ึนได 

ในการศึกษาเชิงคํานวณนี้ไดทําการวิเคราะหรูปทรงคํานวณแบบ O-type mesh ซ่ึงมีลักษณะเปน

โครงสรางท่ีชัดเจน (structured grid) เปนผลมาจากการไหลผานภายนอกผิวของวัตถุท่ีมีผิวโคง ซ่ึง

จะทําใหมีโอกาสไดรับผลการลูเขาของคําตอบไดดีกวาการใชแบบ skewed-type mesh หรือ แบบไร

โครงสราง (un-structured grid) การสราง mesh นี้มีองคประกอบใน 3 มิติ ซ่ึงมีการข้ึนรูปในระบบ

พิกัดทรงกลมอันประกอบดวยในแนวรศัมีจากจุกศูนยกลางทรงกลม (ρ) ในแนวมุมเชิงข้ัว (φ)  และใน

แนวมุมทิศ (θ) ซ่ีงการระบุจํานวนของโหนด (N) จะนําไปสูการไดขอบเขตการวิเคราะหของไหล

พลศาสตรดังสมการ (3.1) ซ่ึงปริมาตรการวิเคราะหมีขนาดคงท่ีตลอดขอบเขตการวิเคราะห 

 

                                             d)1N(aa i0i −+=      เม่ือ  i = 1,2,3,...,N             (3.1) 

เม่ือ 

ai          คือ องคประกอบในระบบพิกัดทรงกลม (ρ,φ ,θ) 

a0              คือ ตําแหนงเริ่มตนของแตละองคประกอบในระบบพิกัดทรงกลม (ρ,φ ,θ) 

Ni และ  N   คือ หมายเลขโหนดและจํานวนของโหนดในแตละองคประกอบ  

d             คือ ขนาดการเพ่ิมข้ึนระหวางโหนด เม่ือ                                   

 หรือ i1i aad −= +  
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ภาพท่ี 3.1 ระบบพิกัดทรงกลมในระบบ 3 มิติ 

เพ่ือเปนการลดทรัพยากรในการประมวลผล การลดจํานวนโหนดในการวิเคราะหโดยให

ปริมาตรคํานวณมีขนาดท่ีเล็กเพ่ือสามารถวิเคราะหผลของอนุภาคการไหลขนาดเล็กไดแมนยํา จึงควร

ทําการปรับขนาดปริมาตรคํานวณใกลผิวใหมีขนาดท่ีเล็กและแผขยายออกกวางมากข้ึนเรื่อยท่ีบริเวณ

ไกลออกไปจนคงตัวท่ีระยะไกลระดับหนึ่ง  Kang et al., 2013  ไดกําหนดสมการท่ีใชในการปรับ

ขนาด mesh ใหละเอียดหรือหยาบข้ึนโดยความกวางแตละโหนดจะแปรเปลี่ยนไป ดังสมการท่ี (3.2)  

                                                          

 
(3.2) 

เม่ือ 

I        คือ ตําแหนงโหนดตลอดแนวรัศมีจากจุดศูนยกลาง 

NI   คือ จํานวนโหนดท่ีกําหนดใหมีมากท่ีสุดในแนวรัศมีจากจุดศูนยกลาง  

ρ i    คือ รัศมีภายใน 

ρo   คือ รัศมีภายนอก 

β   คือ อัตราสวนขยาย (expansion ratio) 

อยางไรก็ตามถึงแมการกําหนด expansion ratio ท่ีสูงจะยิ่งทําใหไดระยะหางในแนวตั้งฉาก

กับผิวทรงกลมไปยังโหนดท่ีหนึ่งจากผิวมีขนาดท่ีสั้นลง  Bakker (2006) ไดแสดงขอมูลท่ีสําคัญในการ
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กําหนด expansion ratio ควรจะไมทําใหอัตราการเพ่ิมข้ึนหรือลดลงของระยะตามแนวตั้งฉากผิวทรง

กลมเกินกวา 20% เพราะจะทําใหไมไดรับการลูเขาของคําตอบได 

ในงานวิจัยนี้มีความเก่ียวของกับสมการการไหลแบบปนปวนซ่ึงมีเง่ือนไขการใชงานท่ี

เหมาะสมท่ีข้ึนอยูกับระยะหางไรหนวยในแนวตั้งฉากกับผิวทรงกลม (ρ+ แตในงานวิจัยนี้ขอระบุเปน 

y+) โดย y+ ท่ีเหมาะสมจะเปนตัวกําหนดความหนาแนนของ mesh หรือการกําหนดขนาด 

expansion ratio ในบทท่ี 4 แบบจําลองการไหลปนปวนจะแสดงถึงชวงท่ีเหมาะสมของขนาด y+ ใน

แบบจําลองทางคณิตศาสตรท่ีใชวิเคราะหตอไป 

สําหรับการหมุนของทรงกลมจะสงผลใหอาจตองมีการเปลี่ยนความหนาแนนของ mesh หรือ 

expansion ratio อันเนื่องมาจากการหมุนในดานท่ียับยั้งการไหลของของไหลจะมีขนาดความเคน

เฉือนท่ีสูงข้ึนทําใหแนวโนมของ y+ จะสูงข้ึนตาม ซ่ึงอาจมีผลตรงขามกับดานท่ีสงเสริมความเร็วของ

การไหล 

สําหรับตารางท่ี 3.1 ไดแสดงถึงตัวอยางการการระบุขนาดพ้ืนท่ีการคํานวณและปริมาณโหนด

ท่ีใชวิเคราะหในแตละทิศทาง ท่ีสภาวะเรยโนลด ตั้งแต 10,000 ถึง 583,000 โดยใชแบบจําลอง 

Reynolds Stresses Equation Model ในการพิจารณา โดยจํานวนรวมท้ังหมดของโหนดเปน 

1,000,000 ซ่ึงจํานวนรวมจะมีผลตอการกําหนดระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีเหมาะสม (รายละเอียดในสวน

หลัง) เพ่ือใหไดรับการลูเขาของคําตอบ สําหรับจํานวนโหนดและขนาดในแตละองคประกอบ ดังนี้ 
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ตารางท่ี 3.1 จํานวนโหนดในแตละองคประกอบตลอดพ้ืนท่ีคํานวณ ในการวิเคราะหของไหลผานทรงกลม โดย

แบบจําลอง Reynolds Stress Equation Model 

 

ท้ังนี้ ภาพท่ี 3.2 ไดแสดงพ้ืนท่ีการวิเคราะหของไหลผานทรงกลม โดยภาพท่ี 3.2(ก) แสดงถึง

โครงสราง mesh ซ่ึงเปนแบบโครงสรางแนนอนและการแผขยายของ mesh ไปในทิศทางตั้งฉากทํา

ใหมุมระหวางผิวขางประกอบปริมาตรตั้งฉากกัน (orthogonal structure) และภาพท่ี 3.2(ข) มีการ

ปรับความละเอียดท่ีบริเวณใกลผนังทรงกลมท่ีอยูตรงกลางของขอบเขตการวิเคราะห ซ่ึงการวิเคราะห

ไดมีการทําการปรับความละเอียดของ mesh ใหมีระยะหางระหวางโหนดกับโหนดท่ีติดกันบริเวณใกล

ผนังทรงกลมมีขนาดเล็กและบริเวณขอบนอกสุดของพ้ืนท่ีการคํานวณใหมีขนาดกวาง โดยมีการ

กําหนดขนาดของ expansion ratio ใหมีสัดสวนของความกวางโหนดท่ีบริเวณขอบนอกการคํานวณ

เปน 10 เทาของความกวางระหวางโหนดชิดผนัง เพ่ือทําใหพฤติกรรมการไหลเปนไปตามทฤษฏีท่ี

สอดคลองกับแบบจําลองคณิตศาสตรท่ีใช ในขณะท่ีภาพท่ี 3.2(ค) ไดแสดงขอบเขตการวิเคราะห

ท้ังหมดซ่ึงมีขนาด 10 เทาของเสนผานศูนยกลางทรงกลม (D)  และทิศทางการไหลเขาขอบเขตการ

วิเคราะหอยูในแนวขนานกับแกน x  (parallel flow direction) และทิศทางตั้งฉากกับการไหลอยูใน

แนวแกน y (cross flow direction) และในแนวลึกอยูในแกน z (span-wise direction)  
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ภาพท่ี 3.2 พ้ืนท่ีขอบเขตการคํานวณของไหล (ก) โครงสรางแนนอนแบบ orthogonal mesh (ข) การปรับ

ความละเอียดโครงสรางใกลผนัง และ (ค) ขอบเขตการวิเคราะหท่ัวท้ังโดเมน 

3.3 รูปแบบการหาอนุพันธโดยผลตางของปริมาตรคํานวณ (Discretization Scheme) 

ในการศึกษาครั้งนี้ไดใชรูปแบบการวิเคราะหดวยระเบียบวิธีไฟไนตโวลุม (finite volume 

method) ซ่ึงมีความเก่ียวของกับการประมาณคาปริมาณการไหลตัวแปรตางๆ หรือฟลักซการไหล 

(φ) ท่ีก่ึงกลางปริมาตรคํานวณจากปริมาณฟลักซท่ีผิวขางของปริมาตรคํานวณนั้น โดยแบบจําลอง

คณิตศาสตรท่ีตัวแปรในอนุพันธอันดับหนึ่งและสองซ่ึงเปนเทอมของสมการขนถายพลังงานการไหล 

(transport equation) สามารถประมาณอนุพันธในรูปผลตางของตัวแปรตางๆ โดยทุกตัวแปรทุกตัว

ท่ีเปนปริมาณของไหล (convection terms)  ไดแก ความเร็ว (Ui) และปริมาณการไหลแบบปนปวน 
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(turbulent terms) ไดแก พลังงานจลนการไหลแบบปนปวน (k) อัตราการฟุงกระจายของการไหล

แบบปนปวน (ε) โดยปริมาณตางๆ ท่ีก่ึงกลางปริมาตรถูกประมาณดวยรูปแบบ UPWIND (first order 

upwind difference scheme)  ซ่ึงมีระดับเสถียรภาพท่ีดีและไดรับการประมาณคาภายใตขอบเขตท่ี

จํากัด (boundedness) ซ่ึงมีลักษณะท่ีปริมาณท่ีก่ึงกลางปริมาตรจะมีคาอยูระหวางคาท่ีผนังท้ังสอง 

ซ่ึงระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจะทําการแกสมการการขนถายพลังงานซํ้าไปเรื่อยๆ จนกวาจะไดรับการลูเขา

ของคําตอบ สําหรับกระบวนการแกปญหาดวยระเบียบวิธ ีfinite volume method แสดงไดดังนี้ 

การไหลใน 1 มิติของ transport equation ดังสมการท่ี (3.3) 

                                                                                         

                         (3.3) 

เม่ือ 

φ คือ ตัวแปรการไหล เชน ความเร็ว สารเคมี อุณหภูมิ เปนตน 

κd คือ สัมประสิทธิ์การฟุงกระจายตัวของของไหล (the respective diffusion coefficient) 

SCV คือ แหลงสมสมพลังงานการไหลเพ่ือเพ่ิมคาเม่ือสมการไมสามารถใหผลไดไมเพียงพอ (the 

collective source terms) 

เม่ือทําการอินทิเกรตตลอดปริมาตรคํานวณ จะได 

                                                                                                                  (3.4)  

เม่ือ  Ω   คือ ปริมาตรคํานวณในแตละเซลสการวิเคราะห 

 

 

 

ภาพท่ี 3.3 ภาพตัดขวางปริมาตรคํานวณใน 1 มิติ 
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จากภาพท่ี 3.3 ไดแสดงถึงการไหลใน 1 มิติ ผานปริมาตรคํานวณ (มุมมองดานหนา) โดยมี

พ้ืนท่ีหนาตัดท่ีผิวขาง (A) คงท่ี เม่ือทําการอินทิเกรตสมการท่ี (3.4) จะไดผลลัพธของการประมาณโดย

ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ดังสมการท่ี (3.5) 

                             

                                                                                                                  (3.5) 

เม่ือ P
CVS  คือ   the source terms ท่ี node P (ศูนยกลางปริมาตรคํานวณ) 

เทอมการวิเคราะหท่ี 1 และ 2 ของสมการท่ี (3.5) คือผลของการฟุงกระจายตัวของฟลักซการไหล 

(diffusion fluxes) การคํานวณนี้เกิดข้ึนท่ีแตละผิวขาง (w : ตะวันตก และ e : ตะวันออก) โดยการ

เดียนของฟลักซการไหลนี้สามารถประมาณไดจากผลตางคาระหวางท่ีศูนยกลางปริมาตรคํานวณท่ี

ตองการ P และท่ีติดตัน ไดแก  E และ W ซ่ึงระยะหางระหวางศูนยกลางปริมาตรคํานวณ 

คือ    

ดังนั้น การเดียนท่ีผนังรอบปริมาตรคํานวณท่ีตองการวิเคราะหโดยแตละดาน ไดเปน 

ท่ีผนังขาง e 

                                                      (3.6) 

ท่ีผนังขาง w 

                                                                                                                  (3.7) 

 

เม่ือทําการแทนสมการท่ี (3.6) และ  (3.7) ในสมการท่ี (3.5) ไดเปน 

                          

 (3.8) 

เพ่ือใหงายตอการพิจารณา ไดทําการรวมตัวแปรหลายตัวแปรเปนตัวแปรกลุมเดียว ทําใหสมการท่ี 

(3.8)  ไดเปน 

                                                                   (3.9) 
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เม่ือ 

ρUAF =  คือ สัมประสิทธิ์การขนถายโมเมนตัมการไหลระหวางปริมาตรคํานวณโดยไหลผานหนา

ตัดผิวขาง 

Δx
AκD d=  คือ สัมประสิทธิ์การฟุงกระจายตัวของของไหล 

∆xi   คือ ระยะระหวางโหนดในแตละแกน 

3.4 รูปแบบการพาของไหล (Convection Scheme) 

3.4.1 การขนถายพลังงานการไหล (Transportiveness) 

การวัดสมบัติการขนถายพลังงานการไหล ซ่ึงมีความเก่ียวของกับฟลักซการไหลตางๆ ท่ีจุด

ศูนยกลางปริมาตรคํานวณ (P) สามารถพิจารณาไดจากการคาการไหลไรหนวยในเทอมของ Peclet 

number (Pe) ซ่ึงวัดระดับความรุนแรงของอัตราการพา (convection) เทียบกับอัตราการฟุง

กระจาย (diffusion) โดยมีรูปแบบ ดังสมการท่ี (3.10)  

 

                                                                                                                (3.10) 

 

 

 

                                (ก)                                                    (ข)  

ภาพท่ี 3.4 ขนาดของการขนถายพลังงานการไหลระหวางปริมาตรคํานวณท่ีติดกัน (ก) มีเฉพาะการฟุงกระจาย

ตัว โดยไรการพา (Pe→0) และ (ข) มกีารพาและฟุงกระจายตัวเกิดขึ้น 

จากภาพท่ี 3.4 ไดแสดงถึงสภาพระดับการพาและการฟุงกระจายตัวของของไหลท่ีมีความ

เก่ียวของกับคา Peclet Number ในกรณีท่ีคาดังกลาวเขาใกลศูนยนั่นหมายถึงเปนการไหลท่ีไรสภาพ

การพาโดยมีเฉพาะการฟุงกระจายตัว ในทางตรงกันขามหากคา Peclet number มีคาอนันตจะเปน
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การไหลท่ีมีเฉพาะสภาพการพาของไหลเทานั้น  สําหรับภาพท่ี 3.4(ก) ไดแสดงถึงผลของปริมาณการ

ไหลท่ีโหนด P ซ่ึงไดรับอิทธิพลจากโหนดรอบตัว คือ โหนด W และ E โดยเปนกระบวนการฟุง

กระจายตัวซ่ึงโดยปรกติแลวจะมีลักษณะการกระฟุงกระจายรอบตัวเทากันทุกทิศทางดังนั้นจึงเห็นได

วาอิทธิพลของโหนดรอบตัวท่ีสงผลใหปริมาณฟลักซการไหลท่ีจุด P ไดรับเทากัน สําหรับภาพท่ี 3.4(ข) 

ไดแสดงถึงผลของการพาของของไหลซ่ึงทิศทางการไหลมาจากโหนด W จะเห็นไดวาอิทธิพลการพา

จากโหนด W สงผลตอปริมาณฟลักซการไหลท่ีจุด P จะเห็นไดวาปริมาณฟลักซการไหลเม่ือไดรับ

อิทธิพลจากการพาจากโหนดตนทางจะทําใหปริมาณการขนถายมีลักษณะวงรี ซ่ึงเปนขอสรุปไดวา

โหนด P ไดรับอิทธิพลมาจากโหนดตนทาง 

ดังนั้นการ discretization ในแตละปริมาตรการคํานวณจึงมีความจําเปนในการสรางการถวง

น้ําหนักท่ีเกิดจากอิทธิพลของโหนดกอนหนา โดยงานวิจัยนี้ไดใชรูปแบบ UPWIND discretization 

scheme เพ่ือทําใหไดผลการวิเคราะหท่ีแมนยําข้ึนตอไป 

3.4.2 การดิสครีไทซปริมาตรคํานวณดวยรูปแบบ UPWIND different scheme (Godunov, 

1959) 

การหาคําตอบของแตละปริมาณฟลักซการไหลในแตละปริมาตรคํานวณสามารถหาไดจาก

การการดิสครีไทซปริมาตรคํานวณทุกปริมาตร ซ่ึงรูปแบบการวิเคราะหนั้นไดแสดงดังภาพท่ี 3.5 ซ่ึง

เปนการไหลไมยอนกลับ (positive flow direction) โดยปริมาณฟลักซการไหลท่ีพ้ืนท่ีหนาตัดทางเขา

และทางออกสามารถประมาณโดยมีคาเทากับโหนดใกลเคียงท่ีอยูตนทางการไหล ดังนั้น ปริมาณฟ

ลักซการไหลท่ีพ้ืนท่ีหนาตัดไหลเขาทิศตะวันตก (w) จะไดรับอิทธิพลจากโหนด W มากกวา โหนด P 

ดังนั้นจึงกําหนดใหมีคาเทากับปริมาณฟลักซการไหลท่ีโหนด W ในทํานองเดียวกันปริมาณฟลักซการ

ไหลออกท่ีหนาตัดดานตะวันออก (e) จะมีปริมาณฟลักซการไหลเทากับปริมาณฟลักซท่ีโหนด P ซ่ึง

รูปแบบการประมาณคาอนุพันธโดยผลตางนี้อยูบนพ้ืนฐาน backward differencing และเปนการ

ประมาณแบบอนุพันธอันดับท่ีหนึ่ง 
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ภาพท่ี 3.5 ปริมาณฟลักซของพ้ืนท่ีหนาตัดการไหลเขาและออกของปริมาตรคํานวณโดยรูปแบบ UPWIND 

difference scheme มีลักษณะ positive flow direction 

จากแผนภาพขางตนสามารถสรางความสัมพันธไดดังนี้ 

                                                           Ww φ=φ                                          (3.11) 

และ                                    

                                                            Pe φ=φ                                           (3.12) 

แทนคาสมการท่ี (3.11) และ (3.12) ในสมการท่ี (3.9)  การดิสครีไทซสามารถแสดงไดดังสมการท่ี  

(3.13) ซ่ึงสามารถจัดรูปแบบใหอยูในรูปสัมประสิทธของฟลักซการไหลในแตละโหนด ดังนี ้

                                               EEWWPP aaa φ+φ=φ                                     (3.13) 

โดยท่ีสัมประสิทธิ์ของฟลักซการไหลท่ีโหนด P สามารถแสดงไดเปน 

                                           )FF(aaa weEWP −++=                                   (3.14) 

 

โดยตารางท่ี 3.2 แสดงสัมประสิทธิ์ของฟลักซการไหลท่ีโหนดรอบปริมาตรคํานวณสําหรับสมการท่ี 

3.14  
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ตารางท่ี 3.2 สัมประสิทธิข์องฟลกัซการไหลท่ีโหนดรอบปริมาตรคํานวณท่ีพิจารณา 

 

 

 

 

และเม่ือพิจารณาทุกรูปแบบการไหล คือ ไมมีการไหลยอนกลับ (positive flow direction) และ ไหล

ยอนกลับ (negative flow direction) สามารถพิจารณาสัมประสิทธิ์ของฟลักซการไหลของโหนดรอบ

ปริมาตรคํานวณท่ีวิเคราะห ไดดังตารางท่ี 3.3 

ตารางท่ี 3.3 สัมประสิทธิก์ารขนถายโมเมนตัมและการฟุงกระจายตัวทุกทิศทางการไหล 

 

 

 

 

 

3.5. วิธีทําซํ้าทางออม (Indirect Iterative Method) 

ในการดําเนินการดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขเพ่ือหาคําตอบของระบบสมการจะมี 2 วิธี คือ วิธี

ทางตรง และทางออม ซ่ึงในวิธีทางตรงนั้นจะมีการใชทรัพยากรในการประมวลผลท่ีสูงมาก เชน กฏ

ของคารเมอรหากมีจํานวนตัวแปรท้ังสิ้น N ตัวแปรจําเปนตองมีการจดจําคาสัมประสิทธิ์ของตัวแปร

ท้ังหมดในพ้ืนท่ีประมวลผลท้ังสิ้น N2 คา และมีการปฏิบัติการเพ่ือใหไดมาซ่ึงคําตอบท้ังสิ้น N2 ครั้ง 

(Versteeg & Malalasekera, 2007)  ดังนั้นจะเห็นไดวาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแบบตรงมีความไม

เหมาะสมเพ่ือใชในการแกไขปญหาท่ีจํานวนตัวแปรท่ีมาก จึงเห็นควรดําเนินการดวยวิธีทางออมจะ

เหมาะสมมากข้ึน 

สําหรับการดําเนินการแกปญหาระบบสมการดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขท่ีนิยมใช เชน ระเบียบ

ทําซํ้าแบบเกาส ไซดอล  และ ระเบียบทําซํ้าแบบจาโคบี แตอยางไรก็ตามก็ยังมีขอจํากัดในการ

 aW aE 

Fw> 0, Fe  > 0 Dw+Fw De 

Fw< 0, Fe< 0 Dw De - Fe 

aW aE 

Dw+ max(Fw,0) De+ max(0, -Fe) 
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แกปญหาระบบสมการท่ีมีตัวแปรไมทราบคามากกวา 1,000,000  ตัว เพราะสมรรถนะของระบบ

ประมวลผลอาจไมเพียงพอ ดั้งนั้นระเบียบวิธีทําซํ้าแบบ TDMA (the Tri-Diagonal Matrix 

Algorithm or the Thomas Algorithm)  (Thomas, 1949) จะทําใหการประมวลผลหากปญหามี

ตัวแปรท่ีมากจะสามารถดําเนินการได เนื่องจากระเบียบวิธีนี้อาศัยเทคนิกการลดการจดจําตัวแปรใน

แตละข้ันตอนการทําซํ้า โดยมีรูปแบบการวิเคราะหบนพ้ืนฐานของ ระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาสซ่ึง

เปนระเบียบวิธีทางตรงและใชเทคนิกการวิเคราะหใน 1 มิติ จนครบ 3 มิติ สําหรับงานวิจัยนี้ไดใช

ระเบียบวิธีนี้ โดยสามารถอธิบายไดดังนี้ 

โดยท่ัวไปเม่ือทําการแกปญหาของไหลพลศาสตรจากสมการหลักจะสามารถจัดรูปแบบ

ความสัมพันธในรูปเมทริกซของสัมประสิทธิ์ฟลักซการไหลกับแหลงจายปริมาณการไหลในสมการหลัก 

คือ [ ] [ ] [ ] 1nu1nnn Sφa ××× =× . ในปญหา 1 มิติ จะมีความเก่ียวของกับสัมประสิทธิ์ของฟลักซการไหล

ท่ีโหนดดานตะวันตก ท่ีพิจารณา และดานตะวันออก  (aW, aP and aE) ของแตละปริมาตรคํานวณ 

คือ   β  D และ α และ แหลงกําเนิดปริมาณการไหล Su  คือ  C ดังนั้นระบบสมการท้ังหมดแสดงได

ดังนี้ 

 

 

 

 

 

เพ่ือทําการจัดรูปสมการท่ี (3.15) ในรูปแบบสามเหลี่ยมตามระเบียบวิธีการกําจัดแบบเกาส โดยมีการ

คูณคาคงท่ีและกระทําระหวางแถวและยังสงผลใหเมทริกซเติมแตงท่ีเกิดข้ึนมีคาเทาเดิม จึงเริ่ม

ดําเนินการกําจัดไปขางหนาเรื่อยๆ ตั้งแตสมการท่ี (3.15ค) ทําใหปริมาณฟลักซ φ2 ไดถูกกําจัด

ออกไป ×
β3

2D
 (3.15ค) + (3.15ข) แลวทําใหไดเมทริกซแตงเติมข้ึนมาใหมในสมการท่ี (3.15ค')  

 

                                                                                                (3.15ค') 
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ทําการจัดเรียง  φ3 ใหอยูในแสดงผลแบบชัดแจงดังสมการท่ี 

                                                                                            

   (3.16) 

 

 

ทําการจัดรูปอยางงายสําหรับสมการท่ี (3.16) เพ่ือระบุเทอมการวิเคราะห ดังนี้ 

                               ...(3.17ก)    และ                                                    …(3.17ข)          

 

ดังนั้นสมการท่ี (3.16) เปลี่ยนแปลงไปดังสมการท่ี (3.18) 

 

                                                                                                                (3.18) 

 

เม่ือทําการจัดรูปอยางงายสําหรับเทอมในสมการท่ี (3.18) สามารถลดรูปไดดังนี้ 

                                ... (3.19ก)       และ                                              ...( 3.19ก)                   

สุดทายสามารถแสดงสมการท่ีใชในการพิจารณาหาคําตอบของ  φ3 ไดดังนี้ 

                                                                                                                (3.20)         

 

ในทํานองเดียวกันเม่ือพิจารณาการคํานวณตลอดระบบสมการแบบเดียวกับขางตน โดยทํา

กระบวนการจากสมการสุดทายยอนกลับโดยการแทนคาตางๆ จากสมการกอนหนา สามารถสราง

สมการท่ัวไปเพ่ือใชในการวิเคราะห จากสมการท่ี (3.20) อยูในรูปสมการท่ี (3.21) ดังนี้ 

     (3.21) 
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เม่ือ                          ....(3.22ก)    และ                                                        ...(3.22ข) 

                               ...(3.22ค)    และ                                                        ...(3.22ง) 

 

ในสมการท่ี (3.21) สามารถคํานวณโดยการกําหนดเง่ือนไขขอบของคา A และ C' ท่ีบริเวณ j=1 และ 

j=n+1 ดังนี้ 

ท่ีโหนด 1 :                                              A1 = 0      และ   11C φ=′  

ท่ีโหนดสุดทาย  n+1 :                             An+1 = 0    และ   1n1nC ++ φ=′  

สําหรับกระบวนการระเบียบวิธีในการแกปญหาระบบสมการขางตนนั้นเปนแนวทางการวิเคราะห

สําหรับปญหาการไหลใน 1 มิติ ในทํานองเดียวกันสามารถนําแนวทางการวิเคราะหนี้ไปสูการ

วิเคราะหการไหลใน 2 และ 3 มิติได โดยใชแนวทางการวิเคราะหทีละ 1 แนว (1 มิติ) แลวเปลี่ยน

ทิศทาง ไปสูแถวในมิติอ่ืนๆ ตอไ 

ในการวิเคราะหปญหาการไหลใน 2 มิติ จะทําการวิเคราะหในแตละแถวจากทิศทางดานเหนือ (N) สู

ดานใต (S) ซ่ึงสามารถแสดงสมการการวิเคราะหไดคือ 

 

                                                                                                                (3.23)   

 

เม่ือ β j , Dj and α j  คือ สัมประสิทธิ์สําหรับตัวแปรปริมาณฟลักซท่ีโหนด S N และ P (aS, aP และ 

aN) และเทอมชั่วคราว Cj มีคาเทากับ   aWφW+aEφE+b  

ในทํานองเดียวกันการวิเคราะหปญหาการไหลใน 3 มิติ สามารถวิเคราะหไดเหมือนการไหลใน 2 มิติ

โดยมีการเพ่ิมเทอมของโหนดรอบตัวในทิศทางดานบน (T) และ ดานลาง (B) ดังนี้         

                                                                                                                             

      (3.24) 
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                                            (ก)                                                          (ข) 

ภาพท่ี 3.6 ตําแหนงของโหนดในการพิจารณาปญหาการไหล (ก) ปริมาตรคํานวณ และ (ข) ระนาบ x-y 

 จากภาพท่ี 3.6 ไดแสดงถึงการวิเคราะหปญหาใน 3 มิติ แตการพิจารณาท่ีเกิดข้ึนจะทําการ

พิจารณาทีละระนาบใน 2 มิติ ซ่ึงเปนเหตุผลท่ีสําคัญท่ีแสดงใหเห็นวาหนวยประมวลผลจะจดจําคาตัว

แปรท่ีนอยลงอยางมาก จากภาพท่ี 3.6(ข) การพิจารณาในแตละแนวในทิศทาง north – south เปน

การพิจารณาในเชิง 1 มิติ  สําหรับการพิจารณาในแถวท่ี 1 อาศัยคาเริ่มตนซ่ึงสมมติเปนคา 0 ของ

ดาน west และ ดาน east ของแถวสุดทาย ซ่ึงจะทําใหสามารถหาปริมาณฟลักซการไหลในโหนดท่ี 5 

ถึง 8 ตอไปโดยนําปริมาณฟลักซการไหลของโหนดท่ี 1 ถึง 4 ซ่ึงเปนข้ันตอนกอนหนาได โดยการ

กระทําแบบนี้จะทําทีละระนาบในระบบ 3 มิติ จนครบแลวจึงทําซํ้าตอไปเพ่ือใหไดคาการลูเขาของ

คําตอบ 

3.6 การพิจารณาปริมาณข้ึนอยูกับเวลา (Time Discretization) 

เนื่องจากการวิเคราะหปญหาในการศึกษาครั้งนี้มีความเก่ียวของกับการพิจารณาในสภาวะท่ี

ไมคงตัว ซีงหมายความวาปริมาณฟลักซการไหลจะมีการเปลี่ยนแปลงตามเวลา (สมการหลักท่ีใชใน

การพิจารณาครั้งนี้ คือ U-RANS จะกลาวรายละเอียดในบทท่ี 4)  ระเบียบวิธีท่ีใช คือ ระเบียบวิธีแค

รงค-นิโคลสัน (The Crank-Nicolson scheme) ซ่ึงการดําเนินการเปนไปตามระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

เพ่ือประมาณหาคาปฏิยานุพันธ หรือ อินทิเกรต ภายใตกฏสี่เหลี่ยมคางหมู (the trapezium rule)  

ผลลัพธท่ีไดอยูในระดับความแมนยําอันดับท่ีสอง โดยคาปริมาณฟลักซการไหลท่ีเวลาปจจุบันจะมีการ

พิจารณาคาปริมาณฟลักซการไหลท่ีเวลากอนหนา โดยการพิจารณาฟลักซการไหลท่ีสภาวะเวลาตางๆ 

จากพฤติกรรมการพาและการฟุงกระจายตัว สามารถแสดงได 
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สมการหลักเพ่ือพิจารณาฟลักซการไหล 

        (3.25) 

 

พิจารณาปริมาณฟลักซการไหลท่ีเวลาปจจุบัน (n+1) แสดงได คือ 

                                                                                                                (3.26) 

ทําการจัดรูปแบบสมการท่ี (3.25) หรือ (3.26) ตามรูปแบบ The Crank-Nicolson scheme  

สามารถแสดงได คือ 
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                                                                                                    ...(3.27) 

หรือ 
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                                                                                                ...(3.28) 

 ตามท่ี The Crank-Nicolson scheme มีการพิจารณาภายใตรูปแบบการประมาณคาอันดบั

ท่ี 2 ของอนุกรมเทยเลอรทําใหสามารถกําหนดชวงการเพ่ิมข้ึนของเวลา ∆t ไดกวางกวารูปแบบการ

ประมาณคาแบบไมคงตัวรูปแบบอ่ืนได เชน รูปแบบชัดแจง (explicit scheme)   อยางไรก็ตาม

เพ่ือใหการพิจารณาหาคาปริมาณการไหลสามารถลูเขาหาคําตอบ จึงควรกําหนดขนาดของการเพ่ิมข้ึน

ของเวลา 
DU

ΔxΔt
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<  เซ่ึงจะทําใหการจัดรูปเมทริกซเพ่ือแกปญหารูปแบบของสมการท่ี (3.27) ให
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[ ] [ ] [ ] 1t
U

t
1ni

1t
1ninn Sa +

×
+
×× +φ=φ× อยูในรูปแบบสามเหลี่ยมทําใหไดรับการลูเขาของคําตอบท่ีดี ดวย

ระเบียบวิธีการทําซํ้าแบบ TDMA  

3.7 ความสัมพันธควบคูระหวางความดันและความเร็ว (Pressure Velocity Coupling) 

จากท่ีสมการหลัก the Navier – Stokes Equation และ U-RANS ประกอบดวยเทอมการ

เดียนของความดันในทุกทิศทาง  







∂
∂

ix
P  ซ่ึงในสมการหลักไมไดแสดงความสัมพันธแบบชัดแจงของ

ความดัน ดังนั้นจึงจําเปนตองใชเทคนิคท่ีสําคัญในการใหไดมาซ่ึงพฤติกรรมความดันของการไหลท่ี

เกิดข้ึน โดยท่ัวไปหากไมมีการปรับปรุงรูปแบบของความสัมพันธควบคูของพฤติกรรมความดันและ

ความเร็วจะถูกจัดวางอยูท่ีจุดเดียวกัน (collocated grid) โดยการบันทึกคาของคาท้ังสองไดแสดงดัง

ภาพท่ี 3.7 คาท่ีจัดเก็บอยูท่ีโหนด PI,J ซ่ึงไดแสดงอยูท่ีจุดศูนยกลางดังสัญลักษณ  "•" 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 3.7 การกําหนดตําแหนงความสัมพันธควบคูระหวางความดันและความเร็วในลักษณะ the collocated 

grid arrangement 

เปนท่ีทราบอยางกวางขวางสําหรับงานวิจัยดานอากาศพลศาสตรหากมีการกําหนดการบันทึก

คาความดันและความเร็วตามรูปแบบ the collocated grid arrangement นั้น คาความดันท่ี

พิจารณาไดจะมีความกวัดแกวงสูงระหวางโหนดท่ีติดกัน ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงไดใชรูปแบบ the 

SIMPLE algorithm (Semi-Implicit Method for Pressure - Linkage Equations)  ซ่ึงมีการ

ปรับปรุงคาสําหรับการจัดเรียงการบันทึกความดันและความเร็วแบบ the collocated 

arrangement ซ่ึงมีการปรับเปลี่ยนคาท้ังคูปริมาณทุกหนวยปริมาตรวิเคราะหทําใหเกิดคาความดัน
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และความเร็วแกไข (the corrected variable) โดยข้ันตอนการแกปญหาตามลักษณะ the SIMPLE 

algorithm เปนดังนี ้

การดิสครีไทซความเร็ว U และ V ในระบบ 2 มิติ คือ 

U-momentum 

                                                                                                              (3.29ก) 

หรือ                                                                                                                                                                          

                                                                                                              (3.29ข)                                                                                                                                                                                                                                                                                    

V-momentum 

                                                                                                              (3.30ก) 

หรือ                                                                                                                                                                        

                                                                                                              (3.30ข) 

เม่ือ  U
P

e
U a

dA
D =   และ .

a
dAD V

P

n
V =  

สําหรับการดําเนินการเริ่มจาก ไดทําการประมาณคาเริ่มตน U และ V ในสมการท่ี (3.29) 

และ (3.30) ซ่ึงการประมาณคาเริ่มตนนี้ยังไมสามารถทําใหเกิดการลูเขาของคําตอบในสมการการไหล

ตอเนื่อง (continuity equation) ได จึงจําเปนตองเพ่ิมคาปรับแก (U'  V' และ P') ใหกับตัวแปร

เริ่มตน (U และ V) ตามสมการท่ี (3.31ก) – (3.31ค) เพ่ือใหการดิสครีไทซความเร็วมีความสอดคลอง

กับสมการการไหลตอเนื่องในทุกปริมาตรการวิเคราะหทําใหเกิดการลูเขาของปญหาตอไป 

 

                                                          UUU* ′+=                                   (3.31ก) 

                                                          VVV* ′+=                                   (3.31ข) 
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และ                                                      PPP* ′+=                                   (3.31ค) 

 

เม่ือ  U*, V* และ P* คือ ปริมาณท่ีไดรับการปรับคา  (corrected variables)  

เม่ือทําการแทนคาสมการท่ี  (3.31) ในสมการท่ี (3.29) และ (3.30) ทําใหไดสมการโมเมนตัม

ท่ีอยูในรูปตัวแปรท่ีแกไขคาแลว ดําเนินการตอไปโดยการพิจารณาผลตางระหวางสมการทีอยูในรูปตัว

แปรท่ีแกไขคาแลวกับสมการท่ี (3.29) และ (3.30) ทําใหไดสมการใหมท่ีเปนการระบุคาตัวแปรแกไข

เพ่ือใชในการปรับคาในรอบของการทําซํ้าตอไปจนกวาจะเกิดการลูเขาของคําตอบ ดังสมการท่ี (3.31) 

และ (3.32)  

                                                                                    (3.31) 

และ                                      (3.32) 

เพ่ือใหงายตอการพิจารณาในสมการท่ี (3.31) และ (3.32) ทําการแยกการพิจารณาในแตละ

สมการเปน 2 สวน ซ่ึงเกิดจาก 21 UUU ′+′=′   21 VVV ′+′=′  และ 21 PPP ′+′=′  โดยแสดงดัง

สมการท่ี (3.33) และ (3.34)   

 

             (3.33) 

และ               (3.34) 

เม่ือ 
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และ 
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สมการท่ี (3.33) และ (3.34)  ไดแสดงถึงตัวแปรท่ีใชแกไขคา โดยสามารถนําไปใชในรูปแบบ

ความสัมพันธควบคูแบบอ่ืนได เชน the FISO scheme (Pressure Implicit solution by Split 

Operator methods) ซ่ึงจะพิจารณาท้ังสองสวนของสมการท่ี (3.33) และ (3.34) ในขณะท่ี the 

SIMPLE scheme จะพิจารณาเฉพาะสวนท่ีหนึ่งตามสมการท่ี (3.33ก) และ (3.34ก) เทานั้น เพ่ือให

งายตอการลูเขาของคําตอบ  

สําหรับสมการการไหลตอเนื่องตลอดปริมาตรการวิเคราะหท่ีหนาตัดไหลเขาและไหลออกเม่ือ

พิจารณาจากตัวแปรท่ีไดรับการปรับคาแลว สามารถแสดงไดดังนี้  

 

                                                                                                              (3.35ก) 

หรือ                               

 (3.35) 

เม่ือ  

ในกรณีท่ีสวนท่ี 2 ของสมการท่ี (3.33) และ (3.34) ไมนํามาพิจารณา จึงเปลี่ยนความเร็วท่ีใชปรับคา

ใหมีความสัมพันธตามสมการท่ี (3.33ก) และ (3.34ก)  จึงสามารถแสดงสมการท่ี (3.35) อยูในรูป

สมการท่ี (3.36) ได 

m1P1SVss1N1PVnn

1P1WUww1E1PUee

S)PP(xD)PP(xD
)PP(yD)PP(yD

−=′−′∆ρ−′−′∆ρ
+′−′∆ρ−′−′∆ρ

          (3.36) 

 

เม่ือทําการจัดรูปสัมประสิทธิ์ของฟลักซการไหลในสมการท่ี (3.36) สามารถจัดอยูในรูปแบบตาม

สมการท่ี (3.37) คือ  

                                    u1SS1NN1WW1EE1PP SPaPaPaPaPa +′+′+′+′=′                 (3.37) 

เม่ือ 

UeeE yDa ∆ρ=            UwWW yDa ∆ρ=            VnnN xDa ∆ρ=          VssS xDa ∆ρ=  

SNWEP aaaaa +++=  และ mu SS −=  
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*
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สมการท่ี (3.37) ทําใหไดคําตอบของตัวแปรไมทราบคา 1P′  ซ่ึงเปนประโยชนในการหาคําตอบ 1U′  

และ 1V′  ในสมการท่ี (3.33ก) และ (3.34ก) ได 

จากท่ีรูปแบบการวิเคราะหความดันตามการจัดเรียงของตัวแปรบน the collocated grid 

กอใหเกิดปญหาการไดคาความดันท่ีมีความกวัดแกวงระหวางโหนดปจจุบันกับโหนดถัดไปเพราะวา

กระบวนการดิสครีไทซ SU ไมไดรวมตัวแปรความดันในสมการ Su=  Sm= (ρeUe  - ρwUw)∆y + 

(ρnVn  - ρsVs)∆x ท่ีโหนดการวิเคราะหปจจุบัน  ดังนั้นจึงจําเปนตองสรางความสัมพันธของ

ความเร็วใหมีความเก่ียวของกับความดัน โดยสามารถสรางความสัมพันธเพ่ิมเติม โดยมีการพิจารณา

ผลของการเดียนความดันรอบหนาตัดดานขางของปริมาตรการวิเคราะหเพ่ือสงผลตอขนาดความเร็วท่ี

ศูนยกลางปริมาตรการวิเคราะห คือ  

 

PP
P

0
P dx

dP
a
VUU 







 δ
+= ...(3.38ก)        และ         

PP
P

0
P dy

dP
a
VVV 







 δ
+=          ...(3.38ข) 

 

ดังนั้นความเร็วท่ีหนาตัดผิวขางของปริมาตรการวิเคราะหสามารถปรับปรุงไดดังสมการท่ี (3.39ก) –

(3.39ง) 

 

( )0
P

0
E

0
e UU

2
1U += ...(3.39ก)               และ           ( )0

W
0
P

0
w UU

2
1U +=              ...(3.39ข) 

( )0
P

0
N

0
n VV

2
1V += ...(3.39ค)               และ           ( )0

N
0
P

0
s VV

2
1V +=                 ...(3.39ง) 

จากสมการที (3.38ก) และ (3.38ข) ทําใหไดรับคาความเร็วท่ีก่ึงกลางปริมาตรการวิเคราะห ดังสมการ

ท่ี (3.40ก) และ (3.40ข) ตอไป 

PP

0
PP dx

dP
a
VUU 







 δ
−= ...(3.40ก)        และ          

PP

0
PP dy

dP
a
VVV 







 δ
−=           ...(3.40ข)  

 

 

จากกระบวนการขางตนเปนระเบียบวิธีการประมาณคาในชวงแบบ รีห-โชว (the Rhie-Chow 

interpolation) ซ่ึงทําใหเกิดการบันทึกคาความดันและความเร็วท่ีศูนยกลางปริมาตรวิเคราะหและ

เปนวิธีการลดปญหาการกวัดแกวงของปริมาณฟลักซท่ีได (Rhie and Chow (1982) อางถึงโดย 
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(Davidson (2002) เพ่ือทํากระบวนการการวิเคราะหหาความเร็วในองคประกอบ U สมบูรณ แทน

สมการท่ี (3.38ก) และ (3.39ก) ในสมการท่ี (3.40ก) ทําใหไดความเร็ว U ท่ีพ้ืนท่ีผิวขาง east (e) 

ดังนี้  

             

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

                                                                                                              (3.41ก) 

 

 

ในทํานองเดียวกันการพิจารณาความเร็วท่ีผิวขางหนาตัดดานอ่ืนแสดงไดเปน 

 

                     (3.41ข) 

                                                                                                              (3.41ค) 

                                                                                                               (3.41ง) 

 

สมการท่ี (3.41ก) – (3.41ง) สงผลทําใหไดคาของ Su = (ρeUe  -ρwUw)∆y + (ρnVn  - ρsVs)∆x 

จะเห็นไดวา the Rhie-Chow interpolation เปนกระบวนการท่ีสําคัญท่ีทําใหไดคาความดันใน

ปริมาตรการคํานวณและลดการกวัดแกวงของความดันระหวางโหนดไดดี เพ่ือใหกระบวนการ

วิเคราะหตามรูปแบบ the SIMPLE algorithm สมบูรณ Craft (2015) ไดแสดงถึงข้ันตอนการ

วิเคราะหไวดังนี้ 

1. กําหนดคาเริ่มตนในการวิเคราะหของปริมาณความเร็ว 

2. แกสมการโมเมนตัมเพ่ือหาคา U และ V 

3. ทําการแกระบบสมการโดยมีรูปแบบเปนไปตามกฏสามเหลี่ยมของเมทริกซ ตามสมการท่ี (3.37) 

4. แกคําตอบเพ่ือหาคา 1P′  

5. คํานวณหาคาความเร็วปรับแก 1U′  ในสมการท่ี (3.33ก) และ 1V′ ในสมการท่ี (3.33ก)  

6. ปรับคาเริ่มตน P U และ V 

7. ทําซํ้าจนกระท่ังไดรับการลูเขาของคําตอบ 
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นอกจากนี้รูปแบบ the SIMPLE scheme ยังสามารถนําไปใชกับการจัดเรียงขอมูลของความดันและ

ความเร็วโดยมีการสับหวางกันระหวางศูนยกลางปริมาตรวิเคราะหกับพ้ืนท่ีหนาตัดผิวขาง (staggered 

grid)  ดังภาพท่ี 3.8 ซ่ึงรูปแบบการจัดวางแบบนี้ยังเปนอีกวิธีท่ีจะลดการกวัดแกวงของความดัน

ระหวางปริมาตรคํานวณไดดี และการวิเคราะหเพ่ือใหไดมาซ่ึงคําตอบจะมีรูปแบบท่ีคลายคลึงกับ the 

collocated grid ท่ีไดกลาวถึงขางตนอีกดวย 

 

 

 

 

 

(ก) 

 

 

 

 

 

 

(ข) 

ภาพท่ี 3.8 การบันทึกความเร็วบนปริมาตรคํานวณแบบสับหวางกัน (ก) ตําแหนงบันทึกคาความดันและ

ความเร็ว และ (ข) ตําแหนงบันทึกคาความดัน 
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3.8 ตัวประกอบคาผอนปรน (Under Relaxation Factor) 

 ในระเบียบวิธีทําซํ้าแบบ TDMA และ P-V coupling จะมีการหาการลูเขาของคําตอบซ่ึง

สามารถปรับปรุงความสามารถในการลูเขาของคําตอบไดจากการใชตัวประกอบคาผานปรน (under 

relaxation factor : α)  เพ่ือใชในการหนวงการประมาณคาเริ่มตนในแตละรอบการทําซํ้าซ่ึงสามารถ

สงเสริมการไดรับการลูเขาของคําตอบและปองกันการความผิดพลาดจากการทําซํ้าในรอบถัดไปมีผล

ทําใหเกิดการลูออกของคําตอบ (divergence) โดยท่ัวไปการใช under relaxation factor จะอยู

ในชวง 0 < α < 1 ข้ึนอยูกับลักษณะการวิเคราะหปญหา เชน สภาวะคงตัวตองการคา α ท่ีต่ํา 

ในขณะท่ีสภาวะไมคงตัวควรระบุคา α ท่ีสูงข้ึนมาเพ่ือใหเกิดการลูเขาของคําตอบเร็วข้ึน 

สมการท่ี (3.42) ไดแสดงการใชรูปแบบคาผอนปรนท่ีใชในการวิเคราะหหาปริมาณฟลักซการไหลใน

พ้ืนท่ีการคํานวณท้ังหมด 

                                                                                            (3.42) 

เม่ือ 

old
Pφ    คือ ปริมาณฟลักซในกระบวนการทําซํ้ากอนหนา 

calc
Pφ   คือ ปริมาณฟลักซในกระบวนการทําซํ้าปจจุบัน  

new
Pφ   คือ ปริมาณฟลักซในกระบวนการทําซํ้าถัดไป 

รูปแบบท่ัวไปในการวิเคราะหหาปริมาณฟลักซท่ีเก่ียวของกับปริมาตรคํานวณรอบตัว 

                                                                                                                (3.43) 

ในเชิงปฏิบัติจะมีการปรับคาสัมประสิทธิ์ของโหนดท่ีสนใจ  (aP) และ ปริมาณการเพ่ิมคาฟลักซการ

ไหล ( source term  : S) ดวย relaxing factor 

                                                                                                                                       

                                                                                                 (3.44ก) 

และ 

                                                                                                              (3.44ข) 
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ซ่ึงมีผลทําใหสัมประสิทธิ์ของฟลักซการไหลอยูในรูปเมทริกซสามเหลี่ยมท่ีสามารถเพ่ิมความสามารถ

ในการไดรับการลูเขาของคําตอบ นอกจากนี้ยังสามารถใชตัวประกอบคาผอนปรนในความสัมพันธ

ควบคูความดันและความเร็วท่ีอยูในรูปแบบ SIMPLE scheme ได  ซ่ึงการประมาณคาเริ่มตนของ

ความดัน 

 ( new
PP ) สามารถใชตัวประกอบคาผอนปรนปรับคาจากความดันท่ีใชปรับคาได ดังสมการท่ี (3.45) 

                                                                                                                (3.45) 

 

สําหรับตัวประกอบคาผอนปรนท่ีใชในการวิเคราะหของไหลผานทรงกลมในสภาวะหยุดนิ่งท่ี

สภาวะเรยโนลดตางๆ เปนดังตารางท่ี 3.4 

 

ตารางท่ี 3.4 ตัวประกอบคาผอนปรนท่ีใชในการศึกษาเชิงคํานวณของไหลผานทรงกลมในสภาวะหยุดนิ่ง 

3.9 เกณฑการลูเขาของคําตอบ (Convergence Criteria) 

การดิสครีไทซสมการการขนถายพลังงานการไหลในถูกหาการลูเขาของคําตอบดวยวิธีการ

ทําซํ้า ดังนั้นหากการเปลี่ยนแปลงระหวางผลลัพธระหวางการทําซํ้ากอนหนากับปจจุบันเขาสูเกณฑท่ี

ยอมรับไดก็จะถือวาปริมาณฟลักซท่ีคํานวณไดคือคําตอบของการทําซํ้า โดยเศษคงเหลือ (residual : 
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Rφ) จะพิจารณาจากทุกปริมาณฟลักซการไหลท่ีเก่ียวของในปริมาตรการวิเคราะหใดๆ ดังสมการท่ี 

(3.46) 

 

                                    (3.46) 

 

เม่ือ 

nb   คือ โหนดท้ังหมดรอบโหนดท่ีสนใจ (E,W,S and N) 

สําหรับการพิจารณาการหาเศษคงเหลืออีกรูปแบบหนึ่ง คือ การสรางความสัมพันธเพ่ือ

พิจารณา(normalization) เปนการสรางความสัมพันธระหวางผลรวมของเศษคงเหลือทุกปริมาตรการ

คํานวณเม่ือเทียบกับปริมาณการไหลท่ีสนใจ  เชน การเทียบผลรวมของเศษคงเหลือของปริมาณ

ความเร็วในองคประกอบหนึ่งกับขนาดโมเมนตัมการไหล หรือ ผลรวมของเศษในสมการไหลตอเนื่อง

เทียบกับมวล ในทํานองเดียวกันหากผลรวมของการ normalized residual ต่ํากวาเกณฑการลูเขา

คําตอบท่ีตองการก็จะสามารถยอมรับผลการวิเคราะหได 

3.10 สมบัติการไหล (Flow Properties) 

กฏมาตราสวน (scaling rule) ไดถูกพัฒนาจากทฤษฏีบักก้ิงแฮม ไพ (Buckingham Pi 

Theorem) เพ่ือวัตถุประสงคในการกําหนดสมบัติของไหลท่ีไหลผานในพ้ืนท่ีการวิเคราะหโดยไม

จําเปนตองใหขนาดของทรงกลมและสมบัติของของไหลเหมือนกับการทดลอง เนื่องจาก scaling rule 

ไดถูกพิสูจนวาหากมีการจัดกลุมของตัวแปรใหอยูในรูปตัวแปรไรหนวยหากมีปริมาณท่ีเทากันแลวของ

ไหลจะแสดงพฤติกรรมเหมือนกันเสมอ ซ่ึงงานวิจัยนี้ไดใชความสัมพันธของคาเรยโนลด คือ 
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ไหลท่ีไหลผาน อันไดแก ความหนาแนน (ρ) และ ความหนืดพลศาสตรของของไหล (µ)  

3.11 เง่ือนไขขอบการวิเคราะห (Boundary Conditions) 

 ในการศึกษาเชิงคํานวณของของไหลพลศาสตรนั้นสิ่งสําคัญท่ีจําเปน คือ การระบุเง่ือนไขการ

วิเคราะห (boundary condition) และคาปริมาณฟลักซเริ่มตน (initial value) ตองมีความ

สอดคลองกับพฤติกรรมการไหลจริง โดยท่ัวไปจากเง่ือนไขขางตนทําใหมีความจําเปนตองระบุปริมาณ

และเง่ือนไขการไหลท่ีปริมาตรคํานวณบริเวณท่ีเก่ียวของ อันไดแก เง่ือนไขการไหลเขาพ้ืนท่ีการ
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วิเคราะห (fluid inlet) เง่ือนไขการไหลออก (fluid outlet) ผลของผนัง (wall) และบริเวณการไหล

อิสระท่ีขอบนอกซ่ึงการศึกษานี้ใหเง่ือนไขแบบคาบระหวางคูขอบนอกท่ีเสมือนกัน (periodic 

boundary) 

3.11.1 ของไหลไหลเขาพ้ืนท่ีการวิเคราะห (Fluid inlet) 

ในการศึกษาของรูปแบบการไหลไหลผานภายนอกนี้ จําเปนตองมีการระบุปริมาณฟลักซการ

ไหลท่ีคงท่ีท้ังสวนปริมาณการพาไดแกตัวแปรความเร็ว ซ่ึงมีการระบุเง่ือนไขไหลผานขนานกับกับแกน 

x จากซายไปขวา คือ U=1 และ V=0 ดัวภาพท่ี  3.2(ค) และฟลักซการไหลท่ีเก่ียวของกับการไหล

ปนปวน คือ คาพลังงานการไหลปนปวนและอัตราการฟุงกระจายตัว โดยการระบุคาจําเปนตองใช

ความสัมพันธแบบการไหลผานภายนอก คือ 

    (3.47) 

เม่ือ 

U∞ คือ  อัตราการไหลเขาพ้ืนท่ีการวิเคราะห (m/s) 

I     คือ ความเขมของการไหลแบบปนปวน โดย 

 I = 0.5% เม่ือ Re.= 10,000 (Dobson et al., 2014)   

 I =1%  เม่ือ Re.= 70,026 และ 134,000 (Achenbach, 1972) และ Re.=96,000 (Kray, 

Franke and Frank, 2014) 

 I=5%   เม่ือ Re.=583,000 (Achenbach, 1972) 

 สําหรับอัตราการฟุงกระจายตัวสําหรับการไหลผานภายนอกตองทําการประมาณคา 

อัตราสวนความหนืดการไหลปนปวน (turbulent viscosity ratio ; β)  ซ่ึงเปนสดัสวนระหวาง

สัมประสิทธิ์ความหนืดจําเพาะการไหลปนปวนเทียบกับสัมประสิทธิ์ความหนืดจลนจําเพาะของของ

ไหล (νt/ν) ซ่ึงโดยท่ัวไปอัตราสวนท่ีใชสําหรับการไหลผานภายนอกแบบอิสระจะประมาณคาท่ี β = 

10 โดยการประมาณคาอัตราการฟุงกระจายตัวของไหลปนปวน คือ 

 

                                                                                                               (3.48) 

เม่ือ 

cµ   คือ คาคงตัวสัมประสิทธิ์ความหนืด (viscosity proportional constant : 0.09) 

βν
=ε µ

2kc

2)IU(k ∞=
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3.11.2 ของไหลไหลออกพ้ืนท่ีการวิเคราะห Fluid outlet 

1) ความดันคงท่ีสําหรับการพา (Fixed Pressure or uniform pressure boundary 

condition for pressure and convection) ความดันคงท่ีมีความจําเปนตองระบุสําหรับการ

วิเคราะหของไหลไหลผานภายนอกวัตถุ โดยเบื้องตนนั้นความดันสัมบูรณในการวิเคราะห (absolute 

pressure) มีความสัมพันธกับความดันปรับแกในการประมวลผล (solver pressure) และความดัน

อางอิง (reference pressure)  Pabs = Psolver + Pref, ดังนั้นท่ีจุดอางอิงการวิเคราะหจําเปนตอง

กําหนดคาความดันเพ่ือใชสําหรับปรับแกความดันทุกปริมาตรวิเคราะหตลอดพ้ืนท่ีการคํานวณ ท่ี

จุดอางอิงสําหรับการไหลผานภายนอกนี้จะถือเปนสภาวะความดันบรรยากาศ (atmospheric 

pressure) และมีตัวปรับแกความดัน (pressure correction) เปน 0  จากความสัมพันธนี้ทําให

สามารถแปลความหมายจากตัวอยางเชน หากท่ีจุดอางอิงตองการแสดงถึงคาความดันสัมบูรณท่ี

จุดอางอิงเปน 1 atm หากระบุความดันท่ีจุดอางอิงเปน 0 atm จะทําใหตัวประมวลผลเกิดการ

วิเคราะหความดันท่ี 1 atm เพ่ือใหสอดคลองกับความดันสัมบูรณท่ีตองการ สําหรับการระบุตําแหนง

จุดอางอิงความดันจะระบุท่ีโหนดการคํานวณกอนสุดทายเพ่ือใชในการวิเคราะหปญหาตามเง่ือนไข

การไหลภายนอกหรอืไหลอิสระได  

2) ความเร็วบริเวณท่ีของไหลไหลออก (Outlet velocity) ท่ีบริเวณปริมาตรการวิเคราะห

สุดทายท่ีบริเวณออกจากพ้ืนท่ีการคํานวณ หากมีการใชเง่ือนไขขอบการวิเคราะหเปนความดันคงท่ีท่ี

บริเวณการคํานวณของไหลสูสภาวะบรรยากาศแลวจะไมจําเปนตองระบุคาปริมาณความเร็วหรือ

เง่ือนไขอ่ืนได เพราะความเร็วท่ีเกิดข้ึนจะอยูในรูปแบบการอนุรักษเชิงมวลในปริมาตรการวิเคราะหนั้น 

ภาพท่ี 3.9 ซ่ึงเปนการแสดงปริมาตรวิเคราะหท่ีมีการระบุเง่ือนไขขอบเปนความดันคงท่ี จากภาพท่ี 

3.9(ข) พบวาความเร็วท่ีหนาตัดผิวขางในทิศ east north และ south ( ue, vn และ vs ) ของ

ลูกบาศกทรงสี่เหลี่ยมท่ีถูกระบุความดันคงท่ี หาคาไดจากการคํานวณจากสมการโมเมนตัมของ

ความเร็ว U และ V  ซ่ึงการวิเคราะหคา uw  พิจารณาจากสมการอนุรักษมวล (mass conservation 

equation)   ดังสมการท่ี (3.49ก) และ (3.49ข) 
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                                    (ก)                                                   (ข) 

ภาพท่ี 3.9 ปริมาตรวิเคราะหท่ีมีการระบุความดันคงท่ีในการไหล (ก) 2 มิติ และ (ข) 3 มิติ 

 

สมการอนุรักษมวลในการไหล 2 มิติ ท่ีปริมาตรการคํานวณความดนัคงท่ี  

 

                     (3.49ก)  

 

สมการอนุรักษมวลในการไหล 3 มิติ ท่ีปริมาตรการคํานวณความดันคงท่ี  

 

                                                                                                              (3.49ข) 

 

3) ไมมีการเปลี่ยนแปลงฟลักซการไหลแบบปนปวน (zero gradient for turbulent 

quantities) สําหรับฟลักซปริมาณการไหลแบบปนปวน k และ ε ท่ีบริเวณปริมาตรวิเคราะหทางออก

สูบรรยากาศนั้นสามารถใชเง่ือนไขขอบของนอยมันน (the Neumann boundary condition) ซ่ึงมี

อนุพันธของฟลักซการไหลเม่ือเทียบกับระยะทางในแนวตั้งฉากเปน 0  ( 0
n

=
∂

φ∂ ) หรือกลาวไดวา

ปริมาณฟลักซการไหลระหวางคูปริมาตรวิเคราะหท่ีติดกันในแนวตั้งฉากมีปริมาณท่ีเทากันนั่นเอง  

3.11.3 ผนัง (Wall) 

 เง่ือนไขแบบผนังในการศึกษาครั้งนี้ถือไดวาเปนสิ่งท่ีสําคัญมากเพราะจะทําใหเกิดการกอกวน

การไหลอันหมายถึงของไหลท่ีไหลผานจะเกิดการสัมผัสกับสิ่งกีดขวางทําใหเกิดรูปแบบการไหลท่ีมี

โครงสรางซับซอนกวาการไหลแบบไมมีสิ่งกอกวน  ในการวิเคราะหการไหลท่ีผนังจะเกิดเง่ือนไขท่ี

สําคัญ คือ จะไมมีความเร็วทุกองคประกอบท่ีผนังและจะเกิดอัตราการเปลี่ยนแปลงความเร็วท่ีสูง 

(steep gradient velocity) ในทิศทางตั้งฉากกับผนังโดยปริมาณความเร็วท่ีโหนดนั้นจะถูกดิสครีไทซ

ตามสมการโมเมนตัม  

PNI-1,J
Uw Ue

Vs

Vn
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Uw Ue
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Vn Wt
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กรณีท่ีผนังมีการเคลื่อนท่ีหรือมีความเร็วท่ีผิวนั้นสามารถทําการวิเคราะหไดโดยเทคนิคการพิจารณา

จากอัตราสัมพัทธระหวางความเร็วท่ีผนังกับความเร็วท่ีโหนดใดๆ (Up-Uwall) ซ่ึงเปนผลทําใหการ

วิเคราะหปริมาณความเคนเฉือนท่ีเกิดข้ึนจะพิจารณาจากความเร็วสัมพัทธเชนกัน 

 สําหรับฟลักซปริมาณการไหลปนปวนจะมีขนาดท่ีผนังตามปรากฏการณจริงตามกฏท่ีระบุ

และในทํานองเดียวกันจะเกิดอัตราการเปลี่ยนแปลงปริมาณฟลักซการไหลปนปวนในทิศทางตั้งฉาก

กับผนังท่ีสูง ซ่ึงจการเปลี่ยนเปลี่ยนแปลงฟลักซการพาและการไหลปนปวนจะเกิดข้ึนเปนแบบเสนตรง

อาจสงผลใหไดรับผลการวิเคราะหท่ีคลาดเคลื่อนจากปรากฏจริง ดังนั้นหากมีการวิเคราะหโดยใช

แบบจําลองอ่ืนเขามาเพ่ือใหปริมาณฟลักซการไหลท่ีโหนดถัดจากผนังในแนวตั้งฉากมีการเปลี่ยนแปลง

ไมเปนเสนตรงหรือเปนไปตามพฤติกรรมจริงของเลเยอรการไหลท่ีผิวจะทําใหไดความแมนยําของ

การศึกษาสูงกวา ซ่ึงการศึกษาครั้งนี้มีการกําหนดแบบจําลองชนิด high-Reynolds number อัน

หมายถึงโหนดแรกถัดจากผนังในแนวตั้งฉากอยูในบริเวณการไหลปนปวนเต็มรูปแบบซ่ึงความเร็วมี

การเปลี่ยนแปลงในแบบฟงกชันลอการิทึมและมีการปรับปรุงอัตราการสรางการไหลแบบปนปวน 

(turbulent production rate; Pk) ท่ีโหนดในบริเวณเลเยอรการไหลปนปวนเต็มรูปแบบท้ังปริมาณฟ

ลักซการไหลปนปวน k และ ε จะมีการปรับแกใหเปนไปตามแบบจําลองดังกลาว (รายละเอียดจะ

กลาวในบทตอไป) นอกจากนี้การศึกษาครั้งนี้ถือวาผนังทรงกลมมีความเปนฉนวนหรือมีคุณสมบัติไป

ตามกระบวนการอะเดียแบติค (adiabatic process)  คือ ไมมีการถายเทความรอนระหวางโหนด

เกิดข้ึน 

3.11.4 คาบคูเสมือน (Periodic / cyclic boundary conditions) 

การใชเง่ือนไขขอบชนิดคาบคูเสมือน (periodic boundary condition)  ไดถูกนํามาใชใน

การใหเง่ือนไขท่ีบริเวณการไหลอิสระซ่ึงอยูหางจากทรงกลม ภาพท่ี 3.10 ไดแสดงพ้ืนท่ีการคํานวณใน

ลักษณะ 2 มิติ โดยมีการกําหนดปริมาณฟลักซการไหลท้ังปริมาณการพาและการไหลปนปวนใหมี

ความสัมพันธตามเง่ือนไข คือ เม่ือฟลักซไหลเขาท่ีระนาบ J=1 จะไหลออกท่ี J = NJ-1 (สัญลักษณ “สี

แดง”)  ซ่ึงสามารถสรางความสัมพันธได คือ  φJ=1 = φJ=NJ-1 และในขณะเดียวกันมีฟลักซไหลเขาท่ี

ระนาบ J=NJ จะไหลออกท่ี J = 2 (สัญลักษณ “สีน้ําเงิน”) ซ่ึงสามารถสรางความสัมพันธได คือ  φJ=

NJ = φJ=2 เชนกัน 
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ภาพท่ี 3.10 การกําหนดเง่ือนไข periodic boundary condition ท่ีบริเวณการไหลแบบอิสระหางจาก 

ทรงกลม 

3.12 บทสรุป (Concluding Remarks) 

การศึกษาครั้งนี้ไดมีการใชโปรแกรม “OpenFOAM  version 7.0” ซ่ึงอยูภายใตเง่ือนไข 

GNU General Public License  สามารถเขาถึงและใชงานโดยไมเสียคาใชจาย โดยมีการสั่งการและ

ปรับแกโปรแกรมดวยภาษาคอมพิวเตอร C++  โดยพ้ืนท่ีการวิเคราะหของการไหลผานทรงกลมเปน

การไหลภายนอก ซ่ึงมีขนาดความกวางของโดเมนการวิเคราะหเปนยี่สิบเทาของเสนผานศูนยกลาง 

และโครงสราง mesh เปนแบบ มีโครงสรางแนนอน และมีรูปแบบชนิด O-type grid รอบพ้ืนท่ีทรง

กลมซ่ึงเปนวัตถุขวางเสนทางการไหลแบบผิวโคง ดังนั้นพ้ืนท่ีการวิเคราะหถูกข้ึนรูปจากระบบพิกัดทรง

กลม และปริมาณฟลักซการไหลในพ้ืนท่ีการวิเคราะหทุกปริมาตรคํานวณถูกดิสครีไทซแบบ finite 

volume discretization  scheme ซ่ึงทําใหสามารถพิจารณาผลการเปลี่ยนแปลงปริมาณฟลักซ

ระหวางปริมาตรการวิเคราะหไดดี  

นอกจากนี้ในการวิเคราะหปริมาณฟลักซการไหลนี้ ไดใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขตางๆ เขามา

เพ่ือแกปญหาจากสมการหลัก คือ การจัดรูปความสัมพันธระหวางเมทริกซสัมประสิทธิ์ปริมาณฟลักซ

การไหลท่ีตําแหนงตางๆ กับ แหลงแจกจายปริมาณการไหลแบบปนปวน  การพิจารณาฟลักซการไหล

J = 1 

J = NJ 

Periodic Domain Periodic Domain Flow Domain Wall Domain 
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แบบไมคงตัวโดยระเบียบวิธี the Crank-Nicolson scheme และมีการแกระบบสมการโดยวิธ ี the 

TDMA scheme เพ่ือสามารถรองรับการจดจําตัวแปรไดมาและไดรับการลูเขาของคําตอบไดดี โดยมี

การใชตัวประกอบคาผอนปรนเพ่ือสงเสริมการลูเขาหาคําตอบได ในขณะเดียวกันมีการให

ความสัมพันธควบคูระหวางความดันและความเร็วในรูปแบบ the SIMPLE algorithm เพ่ือใช

วิเคราะหหาความดันจากการดิสครีไทซความเร็วอันเนื่องมาจากสมการหลักไมไดใหความสัมพันธแบบ

ชัดแจงของปริมาณความดันท่ีเกิดข้ึน 

สําหรับเง่ือนไขขอบเปนสิ่งสําคัญท่ีจําเปนตองระบุเพ่ือใหไดคําตอบท่ีมีความสอดคลองกับ

สภาพการไหลจริงโและเง่ือนไขเริ่มตนใหมีความสอดคลองกันสมบัติของไหลและการไหลแบบปนปวน 

โดยการระบุเง่ือนไขหรือสมบัติการไหลไดอาศัย the scaling rule เพ่ือลดขนาดพ้ืนท่ีการวิเคราะห

และสงผลตอสมบัติของไหลท่ีเปนเง่ือนไขเริ่มตนได 

อยางไรก็ตามในการไดมาซ่ึงการทํานายพฤติกรรมการไหลท่ีแมนยํา ตัวแบบจําลองท่ีเลือกใช

ตองมีความเหมาะสมและสอดคลองกับสภาวะความปนปวนการไหล ซ่ึงตัวแบบจําลองท่ีใชเปนสมการ

หลัก ไดพัฒนาข้ึนมาโดยมีความเก่ียวขัองกับพฤติกรรมจริงท่ีเกิดข้ึนซ่ึงจะกลาวถึงในบทวิจัยตอไป 
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